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1. INTRODUCAO

O estudo de vibragdes mecanicas tem como principal objetivo descrever, através de anélises
matematicas e/ou computacionais, do comportamento de sistemas fisicos sobre os efeitos de vibracdes.
Este estudo tem ganhado relevancia nas aplicagdes em projetos estruturais na engenharia uma vez que
permitem a previsdo e possivel prevencdo de patologias estruturais e colapsos (RAO, 2009.
Meirovitch, 2001). Outrossim, as estruturas sofrem constantemente a acdo de cargas fixas e méveis
como trafego de veiculos, pessoas, acdo dos ventos, explosoes, terremotos, etc.

A compreensdo precisa da resposta das estruturas as diversas solicitaces figura como uma
importante etapa do processo construtivo, colaborando inclusive para a escolha adequada e a
consequente reducdo dos seus custos de producdo e implementagdo. Incidentes como o ocorrido com a
ponte pénsil Tacoma Narrows em 1940 em Washington — EUA, possivelmente seriam evitados se um
estudo mais detalhado e preciso do comportamento dindmico da estrutura tivesse sido previamente
realizado. Nesta perspectiva, este trabalho visa a andlise matematica e computacional de uma estrutura
com dois pavimentos sujeita a acdo de forcas externas variaveis.

2. MODELO DINAMICO PARA A ESTRUTURA

A Figura 1 (a) ilustra a estrutura supracitada, composta por dois pavimentos apoiados sob
quatro pilares. Na Figura 1(b) é apresentado um modelo teérico idealizado no qual cada um dos
pavimentos, associados as massas m; (i = 1,2), estd conectado a molas de rigidez elastica k; cada um
sujeito a forcas de amortecimento linearmente proporcionais a velocidade de deslocamento do
pavimento.

Figura 1: Estrutura de dois pavimentos

Fonte: Autores, 2019
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Nesta situagdo, considerando que as resultantes das forcas externas que atuam sobre os
pavimentos 1 e 2 sdo respectivamente Fe.; e Fe., a aplicacdo da 2* Lei de Newton conduz ao seguinte
sistema de equacGes diferenciais acopladas.

xnlm1+x'1(c1+c2) —x'2c2+x1(k1+k2)— x,k,+F,.;=0 (Eqg. 1a)
X”Zm2+X'2C2_X'1C2+Xk2_X1k2+Fext2:0 (Eq. 1b)

Onde c; e c; 530 os coeficientes de amortecimento e x; e X, representam a posi¢do instantanea
dos pavimentos 1 e 2. A resolucao simultanea das equacgoes la e 1b para as variaveis x; e X, em fungao
do tempo fornece a informacdo do deslocamento sofrido por cada pavimento em relagdo a sua posi¢do
de equilibrio estavel.

3. MODOS NORMAIS DE VIBRACAO

A compreensdo do comportamento da estrutura estd intimamente relacionado a sua
frequéncia natural (ou modo normal) de vibracdo. Este parametro esta intimamente relacionado com as
caracteristicas fisicas e geométricas dos pilares de sustentacdo da estrutura, em especial seu moédulo de
elasticidade (E), o momento de inércia (I) e suas dimensdes (comprimento e tipo de secdo transversal).

A determinacdo dos modos normais de vibracdo dos pavimentos 1 e 2 (respectivamente «; e
®;) é feita considerando inicialmente o sistema livre e ndo amortecido, ou seja, F;=F»=0 e c;=c,=0.
Deste modo, podemos supor que num instante inicial, os pavimentos oscilam harmonicamente, com
mesma frequéncia (w), mesma fase (¢) porém com amplitudes X; e X,, diferentes. De modo que as
solucdes para o movimento sdo dadas por:

x,[t|=X,cos [wt+¢ (Eq. 02a)
X,[t|=X,cos (wt+o) (Eq. 02b)

Substituindo os valores das solucdes do sistema nas equacées 1a e 1b tem-se que:
[— c{)2m1X1+(k1+k2)X1 - kzXQ]cos(wH(p):O (Eq. 03a)
[—w2m2X2+k2X2—kzXl}cos(wt+(p)=0 (Eq. 03b)

Visto que as equacdes resultantes devem ser satisfeitas para todos os valores de tempo t, os
termos entre colchetes devem ser iguais a zero. Além disso, para que seja possivel a obtencdo uma
solucdo nao trivial, os valores de amplitude de x; e x, ndo podem ser iguais a zero. Sendo assim,
adotando uma notacdo matricial, o determinante da matriz de coeficientes das amplitudes mostrada na
Equacao 04, a seguir, deve ser nula.

(—w2m1+(k1+k2)) -k,

X,
Tk (_ i kz) X, (Eq. 04)
Ou seja
m, m,(o”)* =k, m, +m, k,+k, | &+ k, k,=0 (Eq. 05)

A resolugdo da Equagdo 05 para os valores de »? fornece expressdes para os modos normais
de vibracdo w; e , de cada um dos pavimentos. De modo que:
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3. RESULTADOS E DISCUSSAO

A fim de validar o modelo proposto para um cendrio mais real, foram considerados valores
do moédulo de Young em pilares com as seguintes caracteristicas:

- Secdo transversal retangular de 30cm X 40cm.

- Comprimento de 7 metros.

- Momento de inércia com de 1,6x10°m*

Nessas condicGes, as constantes de rigidez elastica dos pilares sdo k;=k,= 261232.653 N/m.

A Tabela 02, a seguir, mostra valores para os modos normais de vibracdao o; e w, em funcdo da massa
total dos pavimentos.

Tabela 1: Resultados de mddulos normais de vibragéo.

Massa total dos pavimentos | Valores dos médulos normais de vibracao
@1 =4.4672585 (rad/s)
;= 11.695435 (rad/s)
®;=3.1588288 (rad/s)
;= 8.2699212 (rad/s)
®1 =2.5791729 (rad/s)
;= 6.7523624 (rad/s)
w; = 2.2336293 (rad/s)
;= 5.8477174 (rad/s)

5 toneladas

10 toneladas

15 toneladas

20 toneladas

Fonte: Autores, 2019.

Fendmenos como batimentos e ressonancia podem ocorrer para intervalos especificos de
valores de frequéncia da forca externa. Desse modo, observando os valores obtidos para os modos
normais dos pavimentos, é possivel inferir que quanto maior as cargas suportadas pelos pilares,
menores serdo os valores de frequéncia natural do sistema, tornando-o menos provavel de entrar em
ressonancia com forcas externas com frequéncias de oscilagdo mais elevadas. Vale ressaltar que,
devido ao nimero de graus de liberdade do sistema, hd ainda a possibilidade de que o mesmo
apresente comportamento caotico (Hirsch et al, 2004).

4. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho tratou da andlise matemdtica dos modos normais de vibragdo para uma
estrutura em engenharia civil composta por dois pavimentos, sustentados por quatro pilares. Os
valores estimados para as frequéncias naturais permitem compreender e prever a resposta da estrutura
a diversas acgoes externas, conhecer as frequéncias de forcas externas que devem ser evitadas. Todas
essas variaveis devem ser levadas em consideracdo durante a fase de elaboracdo de um projeto de uma
estrutura em engenharia civil.
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