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1 INTRODUCAO

A mecanica cldssica possui diversos formalismos que contribuem para sua existéncia e uma delas com
importancia impar € o formalismo de Lagrange. Este teve seu desenvolvimento por Joseph-Louis Lagrange e
sua primeira publicagdo € encontrada no livro Méchanique Analytique de 1788 (DIAS||[2006). O formalismo
de Lagrange apresenta vantagens na obtencao das equagdes de movimento se comparado com formalismo
newtoniano. O ponto de partida para o mesmo € o principio de Hamilton, mas para o seu desenvolvimento é
necessério alguns conceitos prévios tais como vinculos e a utilizagdo de coordenadas generalizadas.

A equacdo de Lagrange caracteriza-se pela facilidade da obten¢do das equacdes de movimento do
sistema, sendo isso possivel gracas ao emprego dos vinculos que apresentam um papel importante, uma vez que
sdo responsdveis por diminuir a quantidade de equagdes presentes no sistema mecanico.

Para o presente trabalho, a resolu¢do de um problema cléssico do célculo variacional, mostrando a
importancia do cdlculo e os beneficios e vantagens que este pode oferecer quando empregado e para tal contou
com o apoio financeiro da FAPESPA para o desenvolvimento das atividades da pesquisa.

2 MATERIAS E METODOS

A metodologia utilizada consiste em uma revisdo bibliografica dos conceitos aplicados na mecanica
classica enfatizando essencialmente o formalismo de Lagrange. As principais referéncias utilizadas para o
embasamento tedrico foram (LEMOS| 2007) e (NETO| 2004). Para meios de discussao utilizou-se da solu¢do
do problema proposto verificando a eficdcia do método e a forma de aplica¢do focando nas suas vantagens e
beneficios.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

O Principio de Hamilton ou principio da minima acdo, consiste na solu¢do de maximos e minimos em
um espaco de fun¢do denominado de funcional. Deste modo, o funcional € associado a um nimero real com
base na sua funcdo ou classificagcdo, de modo a defini-lo (LEMOS| [2007). O principio de Hamilton descreve o
movimento de um sistema mecénico pelo funcional S que depende da lagrangiana L(q,q,?), do instante ¢ ao
instante #, (LEMOS, 2007) de modo que a acéo seja: S = ft’f L(q,q,t)dt.

A caracterizacdo do funcional ou ac¢do consiste em um instante ¢, suas coordenadas generalizadas
qi1,---,qn € suas velocidades ¢, ...,g, onde as mesma estdo expressas na fungido L = L(q,q,t), denominada
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de lagrangiana do sistema, de modo que a acd@o seja minima para a trajetdria real mantendo assim, os pontos
fixos no inicio e no final do espaco de configuragdo (LEMOS, |2007). No Exemplo 1 a seguir, demonstraremos
segundo (LEMOS| |2007) a importancia do funcional e a obtencdo da equacdo de Euler-Lagrange.

Exemplo 1: Seja (x1,y1) e (x2,y2), dois pontos distintos num plano, sendo x, > x;, de modo que y(x)
seja uma curva ligando os pontos. Podemos mostra que o comprimento do arco infinitesimal no plano € dado por

d 2
ds = /dx? +dy? = |1+ <di’c> dx,

o comprimento do arco de uma curva, entre os pontos inicial e final € dado pela seguinte equacao:

bl = [ 1y n

0 que nos mostra que o comprimento do arco s é um funcional de y, isto é, a cada fun¢do continuamente
diferencidvel y(x) corresponde ao Gnico nimero real s[y] definido pela Equagdo (1)). Utiliza-se a equacdo do
funcional2] para deduzir a equagdo do principio variacional

1] = [ 0. ()2 @

para extremar a curva J utilizaremos artificios para reduzir o problema em achar os pontos extremos da fun¢do.
Assim sendo y(x) a fun¢do procurada e y uma fun¢@o vizinha, assim podendo aproximar as extremidade de J
sendo y(x) = y(x) + €n(x), onde € e um valor real arbitrario e 1(x) e uma funcdo de x que se anula nos pontos
(x1,y1) € (x2,y2), desta forma:

n(x) =n(x) =0, 3)

a condigdo [3| e necessdria para que a curva variada y passe pelos extremos (x1,y;) e (x2,y2). Desta forma,
substituindo y por y na equagdo [2} assim obtendo a seguinte equacao:

@(e) =75 = [ 1655 (9).), @

por hipétese y(x), fornece os extremos da fungéo J. Assim a fungéo @) deve passar nos extremos quando
€ =0, pois, apresenta uma relacdo de igualdade entre y e y. Desta forma chegando a uma condigio que y(x) e J
possam passar pelos pontos de extremos.

dd (2 (dfdy dfady B
dg\s—o—/x1 <8y88+ay’ag dx =0, (5)

decorrente da equagdo [ serd realizado uma derivada parcial em rela¢do a €, assim chegando no seguinte
resultado dy/de = 1, de forma andloga para dy' /de, obtendo o seguinte resultado dy'/de = n’. Substituindo
esse resultado na equagdo|[5] obtemos a seguinte equagio

o m(af  Af N\,
dg|e—0—/xl (aynJray,n)dX—O, (6)

a fim de extrair uma equag@o para y(x) temos que eliminar a varidvel 17’, isso é possivel através da aplicagdo das
regras de derivagdo e integragdo, assim utilizaremos a regra do produto na seguinte parte da equagdo (df/dy)n’,
logo apds serd realizado uma integracdo por parte na equagio [0] chega no seguinte resultado

2 [df d (df B
[ |5 (57) | nooar=o "

utilizando o lema fundamental do cdlculo, se M(x), x; < x < x2, é uma fungéo continua tal que [;> M (x)n (x)dx =
0, qual quer que seja a fung@o continua 1 (x) com 1 (x;) = N (x2) = 0, entdo M(x) =0 em [x}, x;]. Por tanto, as
condicdes necessdrias para se obter a equacdo de Euler.

of d (df\
5~ (5) = ®



A equagdo de Euler, trata-se de uma equacao diferencial de segunda ordem, em sua resolugdo geral, podemos
obter duas constates arbitraria que usualmente nos permite encontrar as condicdes de contorno de uma curva
onde a mesma passe pelos pontos extremos fixos. Para obtermos a equagéo de Euler—Lagrane serd realizado

uma simples mudanga de notagdo x — £,y — ¢,y = % —g= %, f— L,J — S naequacio(8| Assim temos a
d (JL JdL
— (== )—==0. ©)]
dr \ dq dq

equacdo de Euler-Lagrage,

Considerando o movimento de uma particula em um determinado espaco tridimensional, apresenta n grau de
liberdades ou vinculos (NETO| 2004)). Os vinculos sdo caracterizados como Holonomos que estd definido pela
sua relacdo entre posicdo e tempo e Nao-Holonomos que se define pela sua dependéncia da velocidade. A
utiliza¢do dos vinculos no formalismo de Lagrange se torna uma ferramenta eficaz na resolu¢ao das equacdes de
movimento, pois aparte delas e possivel diminuir a quantidade de equacdes (LEMOS| 2007). Desta forma, o
sistema de n graus de liberdade representado pela equagao 9]¢ possivel obter a equagdo de movimento de um
sistema mecanico.

Problema: Obtenha as equacgdes de movimento do sistema mecénico pelo formalismo de Lagrange,
considerando despreziveis as massas da roldana e do fio inextensivel, a altura da mola e o comprimento da corda
sendo /.

Figura 1 — Sistema mecanico

Solucao: O vinculo do sistema e dado por x; +x; = Iy, onde [y € a constante determinada pelo
comprimento do fio e pelo raio da roldana. O sistema s6 pode assumir duas coordenadas generaliza, pois
apresenta apenas dois graus de liberdade, escolhemos x; € x3 como coordenadas generalizadas. A energia
cinética e dada por

2

1 mix mg)'c2 m3)'c2 m| +myp m3
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(10)

para encontra a equacgdo da energia potencial gravitacional, serd adotando o nivel zero que passa pelo centro
da pdlia. Ressaltando que os pontos apontados abaixo da linha do referéncia tem sinal negativo, a equacio da
energia potencial € dada por V = —mgx; —mogx, — magxs + %(x3 —xp —1)?, simplificando a equagio temos

k
V:—(mz—ml)gxz—mlglo—m3gX3—{—E(xg—xz—l)z, (11

apos encontramos as equacgdes da energia cinética (10)) e a energia potencia gravitacional (I1]), podemos substituir
na equagdo de Lagrange L =T —V, logo:

(my +my)
2

. m3 . k
x% + Tx% + (mp —my)gxy +mygly +msgxs — 5()63 — Xy — 1)2, (12)

L=

usando a equagdo de Euler-Lagrange[9], podemos obter duas equagdes de movimento sendo a outra x; e x3. A
equacdo de Euler-Lagrange para x; é
dL d [ JL
——= () =0, (13)
0%

aX2 dt



as derivadas parciais em relac@o a x, e x, obtemos os seguinte resultados: dL/dx, = (my —my)g+k(x3 —xp —1)
e d/dt(dL/dxy) = (my +my)X,, assim obtendo a equagdo do movimento (my +mp)iy — (my —my)g — k(x3 —
xp —1) =0, equag@o de Lagrange para x3:
dL d [ JL
- ( ) =0, (14)

dxy dr \dx3

realizando a derivada parcial de forma andloga a equacdo do movimento x;, serd realizada para x3, assim obtendo
a seguinte equagdo ms¥3 —msg + k(x3 —xp — 1) = 0, sendo que k = 0 ndo interagi com m; e m3, desse modo as
equacdes de Lagrange podem ser restringidas, assim m3 cai em queda livre ¥3 = g, assim sendo a aceleracdo da
gravidade e Xp = [(my —my)g/(m1 4+ my)] apresenta em estado de equilibrio.

4 CONSIDERACOES FINAIS

Com os estudos realizados para o presente trabalho foi possivel aplica o formalismo de Lagrange em
um sistema mecanico composto por uma pdlia com massa desprezivel, fio inextensivel e trés blocos de massas,
onde uma das massas estd conectada pela mola, desta forma o problema consiste em empregar o formalismo
de Lagrange para encontra as equagdes de movimento, onde a mesma apresentam dois graus de liberdade,
logo foi gerado duas equagdes de movimento. A andlise do formalismo de Lagrange apresenta vantagens
quando comparado ao formalismo newtoniano na obtencdo das equagdes de movimento, isso € possivel, pois o
formalismo de Lagrange tem sua base no principio variacional enquanto o formalismo de newtoniano que tem
sua base nas equacdes de forca. Nesse contexto o formalismo Lagrange se destaca na obtencao das equagdes de
movimento.

O formalismo apresentado pode ser aprofundado buscando sistemas mais complexos para a sua
implementagdo, podendo utilizar os multiplicadores de Lagrange, onde o mesmo utiliza vinculos nao-holénomos,
diferente dos vinculos empregado no trabalho, assim podendo ser um tema de trabalhos futuros.
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